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Sulle deformazioni finite dei solidi elastici isotropi. 
DOTT. GABRIELLA AR~A~,'-NI. 
Trasmesso dal Prof. VITO VOLTERRA. 
w 1. -- Nella ordinaria teoria della elastieitK, in cui le 
deformazioni sono supposte infinitesime, si dimostra che un 
solido elastieo, sul quale non agiscono forze di massa, nb ten- 
sioni superficiali, non pub conservarsi n equilibrio in uno 
stato di deformazione, se Io spazio oeeupato dal solido ~ sem- 
plicemente connesso. 
Ma, come ha dimostrato nelle sue importanti ricerche il 
Professor Volterra, se il eorpo oeeupa uno spazio a eonnessione 
multipla, esso pu6 trovarsi in equilibrio, in uno stato di de- 
formazione reffolare, pur essendo nulle le forze esterne. Le 
componenti di spostamento sono allora funzioni polidrome l). 
Se per6 dalle deformazioni infinitesime passiamo a eonsi- 
derare deformazioni finite, si riconosce che un solido elastieo 
pub trovarsi in equilibrio in uno stato di'deformazione, anche 
:se 1o spazio occupato h semplieemente connesso, se le forze 
esterne sono nulle, e se gli spostamenti sono monodromi: eib 
che mi propongo di mostrare con un esempio. 
w 2. - -  Supponiamo di avere una sfera omogenea ed 
isotropa~ avente il eentro nell' origine degli assi coordinati~ e
supponiamo the sopra ogni Memento della superficie agisea 
una tensione (o pressione) normale, e di grandezza costante: 
sia inoltre la sfera sottratta a qualsiasi altra forza. 
In tal caso, lo spostamento di un punto, distante di r 
dal centro delia sfera, non pub dipendere the dalla r stessa, 
1) 9 Sur 1' 6quilibre des corps mulfiploment connexes *. (Gauthier- 
Villars. Paris, 1907). 
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e non pnb aver luogo che nella direzione del raggio; quindi, 
per effetto della tensione, si avranno degli spostamenti radiali, 
uguali per tutti i punti appartenenti ad una stessa superficie 
sferica, ma diversi per punti non ugualmente distanti dal 
centre. 
Preso su an elemento do di superficie sferica un punto 
P, di coordinate x, y~ z, rispetto ad un sistema di assi, avente 
l' origine nel centre della sfera, facciamo passare per esso tre 
assi ~, ~, ~, diretti, uno secondo l~ normale all' elemento d~, 
e gli altri due seeondo le tangenti al meridiano e al parallelo 
della sfera, passanti per il punto P. Siano a~, ~,  T~ ; a,, ~2, T.. ; 
a3, ~a,T3, i eoseni degli angoli, che ~, ~], ~., rispettivamente, 
formano con y, x~ z. 
Per le ipotesi s ~, ~, ~', rimangono ortogonali dope la 
deformazione: possiamo quindi assumerli come direzioni prln- 
cipali, relative al punto P. 
Avremo : 
essendo ~,  z2, "%, s di q'~ per tutti i punti della super- 
ficie sferica~ passante per r. 
Qaando la tensione comineia ad agire sul solid% esso si 
des sine a raggiungere, dope un certo tempo, una de- 
terminata coniigurazione: esso si troverh, in una posizione di 
equilibri% se le tensioni relative agli assi eoordinati veriiieano 
le relazioni :
(i) 
a "c=x -I- a ~xy (9 "c x~ __ 0 , 
a "cy~ -I- a "c~ a ":y~ __ 0 ' 
r "C~x a "C~y a "Cz~ 
- - - I -  4- - - - -0 ,  a= ay az 
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supponendo nulle le forze di massa, ed essendo: 
~2) 
<3) 
I ~,J~ - -  [~, 7; ~! + ~, % ~:, -4- ~s % %,  
9 ~:~ = ~, [~, ~, -4- ~, [3, ~, + % ~ ~.  
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Ma le  tensioni z,, e ~3, che agiscono su elementi nor- 
mali all' elemento d z della superfieie sferiea, sono, per ragioni 
di simmetria, uguali tra lore; quindi, ponendo nolle (2)e (3), 
~ = ~a, e tenendo conto delle relazioni, ehe legano i eoseni, 
avremo :
,(4) 
.(4') 
Xxx = ~.* (x. --  x~) -4- x,, 
.4' 
xzx --" T, % (xl ~ x2) , 
4)re 
t5) ~, - -  ~. , ~, - - - r - ,  T ,=- - , r  
essendo x ,  y ,  z, le coordinate del punto P, ed r la sua di- 
stanza dal centre delia sfera. 
Per determinare le relazioni, eui devono soddisfare le 
"tensioni relative agli assi eoo'rdinati, quando la sfera si trova 
in una posizione di equilibrio, dovremo sostituire nolle (1), i 
~'alori daft dalle (4), e dalle (4'). 
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La prima dellc (l)~ diviene: 
(6) ~ ~,~(~, - -~)+~, t+~i~,~, (~, -~, )  + 
Ma zt,  e ~,  sono funzioni del raggio della sfe,'a 
qaindi : 
q" -~- ~/ x~ -l-  y~ -I- z ~ , 
az ,  dz~ ar  
ax  i d r  ax  7 
ax -  d r  ax  ' 
ed analoghe, ore:  
c3r x 0r  y .  a r  z 
ax  r toy r dz  r 
Eseguendo nella (6 ) l c  derivazioni indicate, e tenend~ 
conto dellc formule (5), si ottiene facilmente: 
a' d~:r + ~ - d  , 2 ~, (T, - -  ~) = 0 
Dalla seeonda e dalla terza delle (l), si dedueono rela- 
zioni analoghe ; quindi, ie condizioni di equilibrio per la sfera r
saranno : 
~, ~ -4- - r "  
1 (7) ~, ~-4 -  ~_  . , 
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Ma le eondizioni di equilibrio si devono verificare in 
ogni punto del solido, e qnindi indipendentemente dal valore 
dei coseni a~, ~,  ~'~; allora le tre condizioni di equilibrio si 
riducono ad una sola relazione: 
(8) d~, 2 
d~-- + --,r (~t - -  ~,) --- 0 .  
w 3 . -  Le relazioni, the legano le tensioni x, ,  "c~, "c3, 
agli allungamenti unitari relativi alle direzioni prineipali, 
at, a,, %, nella teoria delle deformazioni infinitesime, sono: 
(1) 
"ct - -  A { at "{- k (a~ + a3) } , 
"ct = A { a2 -t- k (a3--F a,) } , 
"c ,=A {a3.-t-k(at.--I-.a,)} ,
eve A, e k, denotano due eostanti; 
Tali relazioni devono essere, nel case 
finite, sostituite dalle seguenti : 
di deformazioni 
(2) 
1 aio 
Ta---- (1-+-%) (1-+-a3) a a I 
1 Or 
z ,= (l_l_as) (1-I-a~) aa, 
1 a~ 
~a-- (1-1-- at) (1--~a~) da 3 
eve ~o (a I a~ a3) rappresenta il potenziale di elasticitY. 
]~ tuttavia facile dimostrare, che si pub dare alia ~ una 
forma tale, ehe le (1) rimangano esattamente verificate, ciob 
coineidano con le (2), pureh~ la costante k assuma il va- 
lore 1 i). 
2 
1) V. Rendicontl Aeeademia dei Lineei. 1911, Prof. Almansi. 
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Ponendo dunque k~- ,  eO. osservando the 
giaechb nel nostro caso b z~-~-~Va, le (1) divengono: 
I 
':, ---- A (% + a~) , 
a i  o 
Questi valori, sostituiti nella (3) del paragrafo precedente, 
danno luogo alia relazio.ne: 
d (a, --1- a~) __ 2 (%__ a,) ,  
(3) d ~" r 
relazione, cui devono soddisfare gli allungamenti stessi, aflin- 
ch~ la sfera si trovi in una posizione di equilibrio. 
Tutte le considerazioni svolte rimangono inalterate, se 
invece di una sfera si considera un involucro, limitato da due 
sfere coneentriche. 
w 4 . -  Per risolvere il problema propostoei di determi- 
nate la deformazione, che subisce il solido, sottoposto a ten- 
sione (o pressione) normale, costante, diclamo % la distanza 
di un punto qualunque Po dal centro della sfera, prima della 
deformazione, ed r la distanza del punto stesso dal centro, 
dopo la deformazione. 
Ci proponiamo di stabilire ]a relazione, che lega % ad r. 
Un cerchio massimo 2~ro ~ passante per Po~ si trasfor- 
merh. in un altro cerchio massimo~ 2 ~ r, sulla sfera deformata; 
quindi~ l' allungamento unitario a~ relativo alle direzioni tan- 
genziali, h da2o dalla relazione: 
2~: r - -2~r  o_ r -q 'o_  r 1 . 
(1) a. - -  2 ~ r o ro ro 
Per determinare 1' allungamento a~, relativo alla dire- 
zione ~, vale a dire alla direzione del raggio, eonsideriamo, 
prima della deformazione, due punti Po, e Po', situati sopra 
uua retta passante per il centro della sfera, che distino tra 
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lore di d r  o . Questi si sposteranno nella deformazione, assu- 
mendo rispettivamente l  posizioni P, e P'. Se indichiamo con 
dv 1' elemento tra essi compres % sara: 
]d r i - - ld r~ ]dr l  1 9 
(2) a ,~ I dr01 - -  ]dro] 
Passando era dai valori assoluti ai reali~ si hanno, per 
l' allungamento a I , i dae valori : 
(3 )  a i  _ _  + d*" 
Nel ease di una sfera, solleeitata da tensione normale 
sopra la superficie, dr ,  e d ie ,  hanno il medesimo segno, e 
quindi dovremo assumere pei- il primo termine della (3) il 
segno positive, eio~ sark: 
dr  
at = ~r  ~ - -1  . 
Lo stesso avverri~ nel ease di un involucre sferir sot- 
toposto a tensioni normali, sulle due sfere, da eui h limitato. 
Vi h per6 un case, nel quale il primo termine della (3) 
6 negative. 
Supponiamo infatti di avere un involucre sferie% di ese- 
guire in esso un taglio, che permetta di roveseiarlo, e, dope 
il rovesoiamento, di risaldare i lembi della fenditura, tornando 
a far eoineidere i punti, che coincidevano prima del taglio. 
In questo ease, dr, e die ,  hanno segni eontrari, e quindi 
sara: 
d r  
1 .  
a ,  - -  d r o 
Ci proponiamo di studiare separatamente il ease della 
sfera o dell' involucre sferico, sollecitati da tensione sui punti 
della superfioie, ed il case dell' involucre, che venga rovesciato. 
w 5 . -  Suppponiamo ehe gli allungamenti, sublti nella 
direzione normale e nella direzione tangenziale dagli elementi 
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passanti per un punto P della sfera, posto inizialmente alia 
distanza r o dal centro, siano definiti dalle relazioni: 
(1) 
a, - -  dvo 1 
a2- -  1 , 
'/'0 
essendo r la distanza del punto P" dal centro, dopo la defor- 
mazione. 
Riprendiamo la formula (3) del paragrafo 3: 
d (a, -4- a,) 1 
- (a .~-  a,)  . 
dr ~ r 
Sostituendo ad a~, ed a,, i loro valori daft dalle (1)~ 
avremo : 
du + = - -  _ ; ~0 7" d- 
ed essendo r funzione di %: 
d (d~r ~ ~)d% r d r  
r ~ -'t- d r % dr  o 
Derivando : 
d ~r dr  o ~" dr  d r  o r ~ dr  o __ 
dro s d r  + % dr  o d r  ro t d r  
r d r  
I'0 d ro r 
OVVOFO : 
d'r [ ar ~ ~ ~' 
+ a"o/ C ' 
equazione~ che si pub scrivere: 
(2) r r" + r"  - -  - -  ~ 0  ~ to1 
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Questa b la relazione tra la distanza iniziale %, e la all- 
stanza finale r, di un punto 19 dal eentro della sfera. 
Si tratta ora di integrare questa equazione. 
Div id iamo per q" tutti  i termini della (2): 
Pon iamo ora 
- - -+-  __0  . 
T To a 
r ! 
(3)  - -  =p .  
F 
Sark:  
r"  = r 'p  -t- rp ' ,  
9, II 
-------T ~ - t -p '  9 
r 
Sostituendo questi valor i  nella equazione, e moltipl icando 
tutti i termini per %', avremo:  
' ' - - 1 ) ~ 0  rop  d- (2p  * %' 
ro ~ d p A- (2T '  ro ~ - -  1) d r o ~-0  . 
(4)  
Poniamo, per separare le variabili, 
z~_pT o 9 
Si deduce:  
quindi avremo :
da cui : 
(5) 
dT ~ %dz  - -  zdr  o 
?'0 2 
d z dro 
A - -0 ,  2 z I - -  z - -  1 % 
f 2z ' - - z - -  1 3 ro 
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Caleoliamo il primo integrale, 
f2 d z __f z' - - z  - -  1 a(z - -  1) 
3 ( z+ 
l f zdz  1 /zdz  
- -  3 ~1 3 -1  " §  
Sostituendo nella equazione (5), avremo:  
i f  j ,  - fdr. 3 ---1 3 1 
J z+~ J to 
da cui : 
1 log(z-- I)--  1 (1 )  -~- ~- log z + ~ log C - -  log v o 
z - -1  C 
1 ro a z-+-~ 
C -~ 2 ro 3 
2 ro 3 - -  2 C " 
Ottenuta la relazione tra z ed r o ~ tenendo conto della 
(4)~ dedurremo la relazione tra Ted  r o ; 
z C -{- 2 ro 3 
P - -  
r o -  2 ro* - -2Cr  o 
Avendo posto : 
si deduce :
! 
r 1dr  
P-- r r dr o ' 
1 dr  C A- 2 r ,  3 
r d r  o - -  2 ro~- -2Cro  
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e, separando le variabili, 
(6) 
d r C -+- 2 roa 
r - -  2 ro" - -2Cr  o 
d ~'o 9 
f~__  f C+2r~ dro .  
- -  2 to*-- 2 C ro 
II primo integrale ~ immediato; calcoliamo il seeondo. 
f 1 f C-I--2% * C --I- 2 roS d ro -~ 
2]  r o -t- 2 jroa C 9 
f2  C -4- 2 %3 d %' - -  2 O % r~ - -  
Ma  
quindi :
1 
,,o' ----- ~ d 0"o" - -  (3) , 
f2  C -I- 2 %3 
ro ~ - -  2 (3 ~'o d r o - -~ - -  - -  
1 f d%_ 1 fdO~-:C )
2 j % A- ~ j ro' - -  C 
Sostituendo nella (6), avremo :
F ;  1 fd% 1 fd(ro:--C) 2 I ro - I -  2 J  %3 C ' 
da cui si deduce: 
log r - -  - -  - 
e finalmente : 
1 3 1 21 log % -!- ~ log (r o - -  C) -t- ~ log B 
.p~ "--- B '~0 3 ~ ~ B 
r o 
438 G. AR3IANNI 
Questa relazione esprime la distanza del punto P dal 
centre della sfera, dope la deformazione, in funzione della 
distanza iniziale e di due costanti. 
w 6 . -  Aflinch~ il problema sia completamente risoluto, 
occorre ancora determinare, sia nel case della sfera piena~ 
che nel case dell'involucre sferico, le due costanti B, (3. 
Consideriamo dapprima il ease di una sfera piena. 
Allora, dovendosi r conservare finite anche per r~ 
per la relazione 
(1) ,.~__ B %3__ C B , 
' r  0 
dovrh essere C ~ 0. 
Quindi, nel case della sfera piena, la formula (1)diviene: 
e ponendo 
si ha : 
~-'  - -  B ~-o ~ , 
B- - -H  ~ 
(2 )  ~" - -  H r o . 
Per determinare questa costante H~ supponiamo di con~)- 
scere la tensione z,, che agisce sulla superfieie della sfera. 
Questa ~ definita dalla relazione: 
(3) ~,---A d~" ~" - -2 ) .  
Ma dalla (2) si deduce: 
9" 0 
d r 
dr~ =H;  
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quindi la (3) diviene: 
~, "-- A (2 H - -  2) ,  
ovo 1' unica incognita ~ la costante H. 
Si ha cosi: 
H - -  ~-A~ q- 1 9 
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Cosl, nel caso di una sfera piena, il p,'oblema ~ comple- 
tamente risoluto. 
w 7 . -  Passiamo ora invece a considerare il easo di un 
involuero sferieo. In questo, rimangono le due costanti, quindi 
si avrk : 
- B C 
e ponsndo: 
sa l ' i t  : 
BC- -H  , 
l/B , . :  _- H 
(1) r ~  ro 
Per determinare anche in questo caso il valors dells due 
costanti B, H, indichiamo con Ro' , ed Ro" , i raggi interno ed 
esterno dell'involucro, e determiniamo ls espressioni dells 
tensioni, che agiscono sulle superfici dells due sfer% avsnti 
per raggi Ro' , ed Ro". 
La tensione b data dalla formula: 
~, d r r 
(2) A - -  d% - - I - - - - -2 .  
T 0 
Dalla (1) sl r icava: 
(3) d r :  2Br~ dr  o . Vw-  
2 %2 ~ ~ro 
z~40 G.  ARMANNI  
Sostituendo nella (2) a dr,  ead  r, i loro valori, daft 
dalla (3), e dalla (1), sark: 
z,__ 2B%S+H 1 ]/B ~-H 
V- .o.,_ +- , .  ": 2 .  ? 'o 9"0 
', " le tensioni, ehe agiseono rispetti- Qaindi, dette x, e L 
vamente sulle superfiei interna ed esterna dell' involucr% si 
hanno per le tensioni le due relazioni seguenti: 
(4) 
;,, 2B~o'. +~ 1 VBa:" -a  2 
= ~Ro" 1/'B-r~''-n + ~ p- Ro' 
r R o' 
I ,~.lty __ 
A---2 
2BRo"8 + tt  1 eBRo ' ' s -  
R ''~ 1 /~o ' '~- H + R~' Ro" 
~ ~T 
H . 
Supponendo note le tensioni "q', ~", il sistema formato 
dalle due equazioni (4), contiene due sole ineognite, B, ed I-I, 
ehe si possono quindi faeilmente determinare. 
Note B, ed H, il problema ~ eorapletamente risoluto, 
giaechb la relazione : 
.=  WW-o  - -  , 
I 9~ o
ei permette di determinare la posizione di ogni punto della 
superfieie sferiea, dopo la deformazione. 
w 8 . -  Veniamo ora al problema, a eui si b aeeennato 
nel w 4, del roveseiamento di an involuero sferieo. 
Gli allungamenti unitari sono in questo easo: 
a ,~- - - -  d r  ~ - -1  
9- 
a l - - -  - - - -  ~ . 
ro 
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.~ostltuendo nella formula (3)del paragrafo 4, abbiamo: 
(' ) 
r d r  r o di r o d% 
Es~endo r funzione di v ,  potremo scrivere: 
d (_ro.o 'r d r  tdr~ r d r  =0 
"~i.o,  d,' d ,  ~'o d,o 
Derivando :
1 dr  ~ d*r t dro r 
r i Vo ~ ) d r 0 t d r r o 
d r  
~{oltiplicando tutti i termini per d r  ~ 
avremo :
~ 0  . 
d 7" 0 
- - ,  e riducendo, 
(1) '/" - - ~ 0  * 
d r o' + \ d ~'o ] ~'o' 
Questa b la relazione tra lo dis~;anze, che un punto P 
dell ' involuero ha dal centro, pr ima e dopo la deformazione. 
Vogliamo integrarla. 
A tale seopo, introduciamo la funzione: 
(2) 2 . . . . .  
T 0 d r 
.r d r o 
Se potremo esprimere tanto to, c.he r, in funzione del 
parametro T, c di una costante arbitrari% eliminando poi la 
p tra queste due relazioni, otterremo la i" in funzione di r o. 
Dalla (2), si deduce: 
dT.  
(3) d ro - -  
e da questa:  
d~r __ - - t  1 [ dl'  
d ro ~ ~ ror [ d r o 
P 
'PO 
8erle l'I. Vol. X ~ 
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d~'  
Sostituendo al ~- - i l  sue valore date dalla (3), si ha: 
d2r ~" dp  2"-~' p .  
(4) d %2 ~ r o dro -I- --%, -t- ---%, 
Ora, tenendo conto deile relazioni (2), (3), e (4), l" equa- 
zione (1) si pub serivere: 
____  .~) ,i,~ q,2 ~'~ dp  A_2T~.  ~ -~ - - - t -  - -~- - -0  
9" 0 d I" 0 1"o 2 9"02 'to ~ " 
.2  
~oltiplieando tutti i termini per ~.]- avremo: 
dp 
- -  .o ~-~.o-I- 2p~-k-p-f-  l - -0  , 
e, separando le variabili, 
die d r o 
(5) 2 T 2 -I-io -f- 1 "o 
Questa ei fornisee r o in funzione di p ;  tenendo conto 
della (2), potremo esprimere anehe r in funzione di 19 e di 
una eostante. 
Integrando la (5), avremo: 
(6) log "o = 9 
p~ +T ~, 1 
La relazione (2) dk: 
dr  o __ d r p - -  
T 0 T 
qaindi :
(7) 
dr - - __  [ 2dp 
r - -  J2p '  +p-k -  1 
l og .=-  f 
J 2p '  -t--p -4-- 1 
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w 9 . -  Mediante le due equuion i  ora trova, te, (6)e (7), 
potromo eliminare il parametro ?, ed avere ~" in fanzione di 5.  
Infatti, eonsiderando i valori di d~" dr  o -7 -  , e - - ,  dati da 
'r o 
quelle relazioni, possiamo scrivere: 
4 d~" d~'__~o._ " -  4pdp+d 2 
~' ~'o 21) ~ q -?  -4- 1 " 
),'Ia 
4Tdp- I - -dp ' - -d(2p '~ +p+ 1), 
qaindi : 
d r  
4 
Integrando : 
d ~'o ~ __ d (2 f  q -p  -4-- 1) 
r o 21o' +p -4- 1 
4 f~L'_fd,.o fd(2f +~+l 
. .  ,.0 = - J  , 
log ~'~ - -  log 5 - -  - -  log (2 f  + iP  + 1) + logB ; 
e quindi 
(1) B ~~ 
2f  -+-p +1 " 
Esprimendo _p in funzione di Vo, la (1) ei dark la rela- 
ziono richiesta ira 7. ed r o. 
Riprendiamo la relazione: 
f2  d p (2) log ro ---= f +- + 1 ' 
e calcoliamo 1' integrale. 
, - - -1  7 J 21a= -I-l~ -I-1 ~ 21) -t-1~ -I- -g -I- -~- 
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Ma 
quindi : 
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2 :p' -+- 2 + -8- _-= p p 2 + 
r ' ,  -it 2 T ' -t- p -I- 1 1 - p~'~+~ + 
~Sd 2 
7 -/(1), ,1/~-+ ~-~= 
V~7- +:  W 
Si ricava :
i dT  
222 -+-p q- 1 
1 
8 {aretg 419 -q- 1~ 
- 7 -  t 1/U- /  
Sarb~ quindi, per la (2): 
8( .+,) 
log to--- 7- arctg 1/7- -I- log C ; 
log r~ ~ 4p-I-  1 
0 ~rotg t/q_ 
Da questa si deduce faeilmente il valore di 27. 
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~/~_ - -  tang -8- log , 
1~ - -  -~-  tang log 4 " 
Avremo da questa: 
f-- 7 I ,  7tang,(71og_~_o)--2, ,7 tang(~- log[~) 
e quindi, 
1 
7 t /7 ,  ~'0\ 
+1! ! ,  
+II 
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Sostituendo questo valore neI*la formula (1), avremo: 
~3) r* "-- - B % 8 B % 
2/o' -+-p "4-1 
Questa esprime la distanza r, the un punto dell' involucre 
X - -  a, -4-a ,  . 
w 10. - -  I1 problema sarb~ risoluto, so potremo determi- 
~mre le due eostanti B, e O. 
Riprendiamo l'espressione della tensione: 
ha dal centre dope la deformazione, in funzione della distanza 
iniziale %, e di due eostanti B, e C. 
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Nel nostro caso sara: 
T, I ~" dr  
A r o d r o 
2;  
Cerchiamo di esprimerla in funzione di r o solamente. 
Dalla relazione : 
si ricava : 
p___~ 'PO d 9" 
~" d % ' 
dr  ,1" 
d 'r o r o 
e sostituendo a T il suo valore, in funzione di ro ,  avremo :
4 
l /  8B"~ 
d,'-~ = % #-4-tang{gl~ -) - -g ! "  
Sostituendo nella espl~essione delta tensione ad - - ,  e a. 
% 
dr  
- - - ,  i loro valori, si ha:  
d ro 
4 
/7. ro~ (4 +--P: tang ~log~- --2. 
7 ta.g ~-~og c-) + 
Supponiamo ra di conoscere i raggi Ro' , Ro" , delle due 
sfere, the limitano 1' involucro; allora, sulla superfieie interna, 
agiri~ una tensione T,', data dalla relazione: 
4 
7 ~ /I 8 B R o' 
o17 Ro'\ 7 tan~/~- log -~)  -4-7 
, , ,  -2 ,  
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tt  e, sulla superfieie sterna~ una tensione -c t : 
4 
' / 7 R "\ --I- tang log 
A - -  7tang/~-log =(~-)+7 
Supponendo ehe non agiscano forze esterne, ossia ehe la  
deformazione sia dovuta solo al fatto del roveseiamento, 
si avrk : 
4 
7 R o' 
7 tang -8 log-~- 
3 7 ao' 
-I-7 -4-tang(81~ 21~---0, 
/ 7 Ro" \ 
3 1/T 7 Ro" ' ~0.  
In queste due quazioni, le incognite sono le costanti 
C, e B; potremo quindi ricavarle, in funzione di R '  ed Re". 01 
0tten•ti i valori delle costanti, sostitaendoli nella formula: 
4 
r---~ - 8Br~ 
7 tang( 7 log -+-7 
potremo determinare la posizione oecapata dai punti dell' in- 
volucre, dope la deformazione. 
Tali posizioni sono relative ad una configurazione di
equilibrio per l' involucre, configurazione diversa daUo state 
naturale, e nella quale il solido che occupa uno spazio sem- 
plieemente connesso, si trova, senza essere soggetto all'azione 
di forze esterne. 
